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Параметры задания:


l = 20
               r = 26  
              m =  n = q = 10

α1 = 0.036
              α2 = 0.046
[image: image3.wmf]
                γ = 0.925
[image: image4.wmf]
              ψ0 = 0.51 
[image: image5.wmf]
                      υ = 0.31.

Выборки:


  x = (x1, … ,x10)T        - независимая  выборка  из  стандартной  нормальной совокупности. 
  y = (y1, … ,y10)T        - независимая  выборка из равномерного распределения на [0,1].
                z = (z1, … ,z10) T        - независимая  выборка из равномерного распределения на [0,1].
Полученные данные x: -0.166             y: 0.3616              z: 0.4542

                                        -0.202                 0.8108                  0.7268

                                          0.425                 0.5134                 0.4283

                                          0.602                 0.8888                  0.6094

                                          0.237                 0.1553                  0.9700

                                          1.221                 0.0154
            0.1302

                                         -0.439                 0.0354                  0.1248

                                           1.291                0.5605                  0.9278

                                           0.541                0.0145                  0.5652

                                          -1.661                0.1176                  0.0106
1)
Наблюдаемое значительное различие графиков эмпирической и теоретической функций есть следствие очень малого объема выборок. При увеличении объема выборки эмпирическая функция будет приближаться к теоретической сколь угодно близко.
2)     В пунктах а) б) в) в качестве статистики критерия используем статистику Колмогорова Kn.
              Kn (t) = P{ Kn 
[image: image6.wmf]10

<t} – функция распределения Колмогорова,  С – критический уровень,  
         K10 - значение Kn в конкретном случае ,   α 0  - наблюденный уровень значимости.
  а) Kn= 
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(t)-FN(0,1)(t)|.  
  Проверяем гипотезу   Г1  : x1 = N(0, 1)   против альтернативы  Г2 : x1 ≠ N(0, 1). 
0.036= P{ Kn
[image: image9.wmf]10

 ≥C}

1-0.036=0.964= Kn (c). По таблице распределения статистики Колмогорова находим критическое значение: 

c = 1.42.

K10  =  0.230330795:
K10
[image: image10.wmf]10

   = 0.728369927:

0.728369927<1.42 , поэтому  мы  принимаем   гипотезу Г1.
Считаем наблюденный уровень значимости 
α 0  = 1- Kn ( 0.728369927) = 1- 0.339114= 0.670886;
α 0  > α1.

б) Kn= 
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 Проверяем гипотезу   Г1 : x1 = N(1/26 1)   против альтернативы   Г2 : x1≠ N(1/26 1). 

 0.036= P{ Kn
[image: image13.wmf]10

   ≥C}

 1-0.036=0.964= Kn (c). По таблице распределения статистики Колмогорова находим критическое  значение: 

c = 1.42.

K10  =  0.216516757;
K10
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   =0.684686103;
0.684686103<1.42 , поэтому  мы  принимаем   гипотезу Г1.
Считаем наблюденный уровень значимости 

α 0  = 1- Kn (0.684686103) = 1- 0.25578= 0.74422;
α 0  > α1.

  в) Kn= 
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Проверяем гипотезу Г1   : y1 =U(0,1)    против альтернативы Г2 : y1 ≠ U(0,1)     
0.036= P{ Kn
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  ≥C}

1-0.036=0.964= Kn (c). По таблице распределения статистики Колмогорова находим критическое значение: 

c = 1.42.

K10  =  0.3447;
K10
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   = 1.0900371;
1.0900371<1.42 , поэтому  мы  принимаем   гипотезу Г1.
Считаем наблюденный уровень значимости 

α 0  = 1- Kn (1.0900371) = 1- 0.814343 = 0.185657;
α 0  > α1.
 г) Проверяем гипотезу   Г1 : x1 = N(0, 1)   против альтернативы  Г2 : x1 = N(1/26, 1). 

  В данном случае используем статистику:
    Kn - =  - 
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(t)-FN(0,1)(t)).  
Функция  распределения Колмогорова , является предельным распределением случайной величины 
2 Kn - 
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    при  n→ ∞.
 По таблице распределения статистики Колмогорова находим критическое значение: 

c = 1.42.

Kn - = 0.230331;
2 Kn - 
[image: image22.wmf]10

  = 1.45674115;

1.45674115>1.42, поэтому мы отвергаем гипотезу Г1.
Считаем наблюденный уровень значимости 

α 0  = 1- Kn (1.45674115) = 1- 0.971846 = 0.028154;
α 0  < α1.

3)  Проверяем гипотезу  Г1:   а) об однородности выборок  x  и  y .
                                                  б) об однородности выборок  y  и  z.
Пользуемся критерием Смирнова с ошибкой первого рода α1.
Критерий Смирнова использует статистику  Dn, m =
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Функция  распределения Колмогорова , является предельным распределением случайной величины 
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 Dn, m  при  m, n→ ∞. По таблице распределения статистики Колмогорова находим критическое значение :   c = 1.42. 
а)
 D10, 10 = 0.4;

0.4
[image: image27.wmf]5

 = 0.894427;

0.894427< 1.42, поэтому мы принимаем гипотезу   Г1        
Считаем наблюденный уровень значимости 

α 0  = 1- Kn (0.894427) = 1- 0.593315 = 0.406685;

α 0  > α1.
б)

 D10, 10 = 0.3;
0.3
[image: image28.wmf]5

 = 0.67082;

0.67082 < 1.42, поэтому мы принимаем гипотезу   Г1        
Считаем наблюденный уровень значимости 

α 0  = 1- Kn (0.67082) = 1- 0.239582 = 0.760418;

α 0  > α1.
4) Проверяем  гипотезу  Г1 : x1 = N(0, 1)   против альтернативы    Г2 : x1 = N(1/26, 1). Пользуемся критерием Неймана – Пирсона  с ошибкой первого рода α1 .  Критические множества данного критерия имеют вид :
(
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Отношение правдоподобий :  
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Т. е. критические множества данного критерия имеют вид 
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Определим 
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 так, чтобы уровень значимости  равнялся 
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 EMBED Equation.3  [image: image47.wmf](

)

(

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

³

-

s

q

s

q

a

0

0

t

n

X

n

= 1 - 
[image: image48.wmf](

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

F

s

q

a

0

t

n

.
Обозначим через 
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 квантиль 
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t

, то есть гипотеза Г1  принимается.
Подставим в формулу  1 -  
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  вместо 
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 наблюденное значение, получим наблюденный уровень значимости , равный  0,279373. 
При этом ошибка второго рода 
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1-
[image: image66.wmf]b

  -  частота принятия Г2,  если она верна. В нашем случае 1-
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 =  0,046723.
Выясним, каков объем выборки n необходимо взять, чтобы ошибка второго рода не превзошла 
[image: image68.wmf]2
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8206, то есть объем выборки необходимо взять не меньше 8206, чтобы ошибка второго рода не превзошла 
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5) Проверим, накроется ли 
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-доверительной полосой 
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 для порождающего распределения выборки  y  функция распределения случайной величины N
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 Воспользуемся критерием Колмогорова. Статистика Колмогорова : Kn  = 
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 = 0.925 . По таблице распределения статистики Колмогорова находим критическое значение статистики Kn 
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  :  
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= 1.28, тогда критическое значение статистики Kn   равно 
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 = 0,404772. Тем самым 
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-доверительный интервал для эмпирической функции распределения будет отстоять от нее на 0,404772 в каждую сторону. На графике видно, что функция распределения N
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-доверительным интервалом равномерной функции распределения . Это произошло  потому, что 
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 было не достаточно велико, а 
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слишком мало, чтобы FN(1/r,1)(0)  было меньше 0,404772.
6)
Породим независимую выборку из 10 наблюдений над пуассоновской случайной величиной с параметром 2 используя выборку из нормального распределения x по формуле pi=min{a: POIS2(a)>Ф(xi)}.Получится следующая выборка  p:
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а) Вычислим статистику T( p )= 
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Для проверки гипотезы Г1 против альтернативы Г2 используем критерий Неймана-Пирсона.

Критические множества будут иметь вид { p : 
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c} или что тоже самое {T(p)
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c}.(Они будут иметь такой вид для проверки  гипотезы  
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 любые удовлетворяющие  условию 
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>0 ).Если  Г1  верна то T пуассоновская случайная величина со средним n*1=10. POIS10(15)= 0,951259597 и  POIS10(16)= 0,97295839, поэтому
с=16 и 17 задают критерии с ошибкой первого рода равной 1-0,951259597=0,04874 и  1-0,97295839=0,027042 соответственно. Мы же хотим построить критерий с 
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Таким критерием будет рандомизированный критерий с критическим значением 16:

при T<16 принимаем гипотезу, при Т>16 отклоняем гипотезу и при Т=16 принимаем гипотезу с вероятностью равной (1-
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- POIS10(15))/(POIS10(16)- POIS10(15))= 0,587148.

У нас Т=23 поэтому гипотеза отклоняется.

Для каждого 
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=1 это критерий Неймана-Пирсона для проверки гипотезы 
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=0,036 т.е. наиболее мощный критерий, а значит этот критерий РНМ при гипотезе  
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>1.Если верна Г2 то Т распределена по пуассоновскому закону со средним n*5=50 .Значит  ошибка второго рода для данной задачи равна  POIS50(15)+ 0,587148 *( POIS50(16)- POIS50(15))= 1,462E-08.

Функция мощности критерия при 
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 =2 равна                                                                                 
1-( POIS20(15)+ 0,587148 *( POIS20(16)- POIS20(15)))= 0,80558.

Если бы у всех студентов ошибка первого рода была такая же как у меня и все они выполнили эту контрольную правильно то эта дробь оценивала бы  функцию мощности  критерия при 
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=2 ,т.е. 0,80558.

При этом вероятность отклонения Г1 равна 1-0,80558=0,19442 т.е. не так уж мала, значит в том, что отклонена Г1 нет ничего удивительного.

б) Согласно методу сечений найдем нижнюю границу доверительного интервала исходя из уравнения на 
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)/2, а верхнюю по уравнению
  POIS10
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)/2 . В нашей задаче доверительный интервал получится следующим: 

(1,604; 3,341). Естественно, что при увеличении доверительной вероятности длина доверительного интервала будет расти.
 P{POIS(
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 в построенный для него доверительный интервал (1,604; 3,341) ,  эквивалентно    тому  событию, что 
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 попадет  в
(1, 604; 3,341 = (0,217676; 0,648741). Доверительный интервал построен.
в) Найдем оценку максимального правдоподобия для данной модели:
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, надо максимизировать эту функцию по 
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,в силу монотонности логарифма можно максимизировать логарифм от неё :
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Значит g1= D(
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Точно так же как мы нашли ОМП для 
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, найдем ОМП для  g1 ,это будет Т/
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ОМП для g2 будет 1-
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 так как g2 строго монотонна по 
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.

Т-полная достаточная статистика, и оценка Т/
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 как нетрудно видеть несмещенная,

Значит по Теореме Шеффе она НОРМД для g1. В качестве оцеки  g2 возьмём  (1-(1-2/n)Т).

М(1-(1-2/n)Т)=1-
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Т.е это несмещенная оценка , а значит она и НОРМД все по той же теореме.

g1) Легко видеть что дисперсия нашей оценки  
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Нижняя граница Крамера -Рао=
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 т.е она достигается и значит наша оценка эффективная.
g2) Посчитаем ее дисперсию нашей оценки. D(1-(1-2/n)Т)= (М(1-(1-2/n)Т))2- М((1-(1-2/n)Т)2)= 

М(1-2(1-2/n)Т+(1-2/n)2Т)-(1-e-2()2=1-2e-2(+ М((1-2/n)2Т)- 1+2e-2(-e-4(= e-4((e4(/n-1). Поскольку  М((1-2/n)2Т)=1-
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=e-4(+4(/n. Теперь найдем нижнюю границу Крамера-Рао. Она равна 
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 Получаем что, дисперсия НОРМД не достигает нижних границ Крамера-Рао, так как e4(/n-1>4(/n и наша оценка не эффективна.

7)
Породим выборку по формуле ti=I{xi>1-
[image: image190.wmf]y

}, где x –выборка полученная объединением  y и  z.
Получится следующая выборка:
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Статистика Т – это, как обычно, сумма всех элементов выборки ti.

У нас Т=9.
а) Для построения верхней  
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-доверительной границы 
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 для параметра методом 
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 сечений  необходимо решить уравнение BIN(20,
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)(T)=1-
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 относительно 
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. В нашем случае мы получим  
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=0,632. В силу монотонного возрастания g(
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) по
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, верхней   
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-доверительной границей для этой функции будет g(
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)=0,939649.

б) Построим симметричный по вероятности 
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-доверительный интервал для 
[image: image203.wmf]y

 :

BIN(20,
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)(T)=(1-
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)/2  => 
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=0,667 , BIN(20,
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)(T)=(1+
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)/2 => 
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= 0,289 .

Таким образом (
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,
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)=(0,289 , 0,667 )
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0,5 и поэтому наша гипотеза (из условия) будет принята (согласно критерию из условия задачи). Гипотеза отвергается, если 
[image: image213.wmf]y

>0,5 или если 
[image: image214.wmf]y

<0,5, первое событие происходит, если Т>13 ,а второе, если Т<6. Таким образом,  гипотеза принимается, если  5<Т
[image: image215.wmf]£

13 ошибка первого рода равна  1-Р(5<Т
[image: image216.wmf]£

13|Г1)= 
1+BIN(20;0,31)(6)-BIN(20;0,31)(13)= 0,379109 .
Предложим следующий рандомизированный критерий :
если T<2, то отвергаем критерий, если Т=2, то отвергаем критерий с вероятностью равной 

(
[image: image217.wmf]2

1

a

-BIN(20;
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)(1))/( BIN(20;
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)(2)- BIN(20;
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)(1))= 0,523983
, если Т=11, то отвергаем гипотезу с вероятностью равной  
(
[image: image221.wmf]2

1

a

-1+BIN(20;
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)(11))/(BIN(20;
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)(11)- BIN(20;
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)(10))= 0,73433 ,если Т>11, то отвергаем критерий.
В остальных случаях критерий принимается. Ошибка первого рода этого критерия равна 0,036.
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